
Приложение

Линейное программирование. Методы решения одношаговых задач оптимального управления

В практической деятельности организациям бизнеса часто приходится решать задачи, связанные  с распределением ресурсов (труда, сырья, капитала и т.д.). Обычно  размеры ресурсов ограничены, поэтому возникает необходимость оптимального использования ресурсов для достижения определенной цели управления. Например, если компания выпускает несколько видов продукции с применением одного и того же оборудования и трудовых ресурсов, то нужно решить какое количество продукции каждого вида производить, чтобы получить максимальную прибыль, либо минимизировать затраты труда, либо увеличить время использования оборудования. Подобные задачи являются одношаговыми задачами оптимального управления (оптимизации). Методы решения таких задач получили название математического программирования. Простейшим случаем математического программирования является линейное программирование. При постановке задачи линейного программирования необходимо ответить на 3 вопроса:

1. Какие переменные вводятся в рассмотрение? Значения этих переменных нужно получить в результате решения задачи.

2. Установить цели и выразить целевую функцию через переменные.

3. Установить ограничения на ресурсы и представить их через переменную.

Графический метод решения задач линейного программирования

Задача: Компания производит 2 типа деталей – х1 и х2. Для производства 1 детали типа х1 требуется 1 человеко-час, а для производства детали типа х2 требуется 2 человеко-часа. Фонд рабочего времени компании 4000 человеко-часов в неделю. Производственные мощности позволяют выпускать максимум 2250 деталей типа х1 и 1750 деталей типа х2 в неделю. Каждая деталь типа х1 требует 2 кг металлических стержней и 5 кг листового металла. Для производства одной детали типа х2 необходимо 5 кг стержней и 2 кг листового металла. Запас каждого вида сырья 10000 кг в неделю. Известно, что еженедельно завод поставляет заказчику не менее 600 деталей каждого типа х1. Спрашивается: сколько деталей каждого  типа следует производить чтобы максимизировать общую прибыль за неделю. Если прибыль от производства одной детали х1 30 у.е., а от производства одной детали х2 40 у.е.

Решение: Введем в рассмотрение следующие переменные: х1 – количество деталей типа х1, х2 – количество деталей типа х2, которые нужно произвести за неделю. Тогда целевая функция будет иметь вид: q=30x1+40x2 ( max; х1, х2 ( 0.
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Каждая вершина - это некоторый план. 

A – оптимальная точка. Из графика найдем координаты точки А: А(1500,1750), то есть оптимальным является выпуск 1500 деталей первого типа и 1250 деталей второго типа. Тогда q=1500*30+1250*40=95000. 

Анализ чувствительности задач линейного программирования

Существует три аспекта решения задач линейного программирования:

1. Воздействие дополнительного количества лимитирующего ресурса;

2. Воздействие дополнительного количества, не лимитирующего ресурса;

3. Воздействие изменений в коэффициентах целевой функции.

Проведем анализ чувствительности на основе примера, рассмотренного ранее. Найдено оптимальное решение x1=1250; x2=1500. Если мы подставим эти значения в ограничения по трудовому ресурсу и листовому материалу, то получим вместо неравенства верное равенство, то есть ресурсы используются полностью, а такие ресурсы называются лимитирующими.
Для того чтобы определить, какие ресурсы являются лимитирующими, дополним каждое неравенство переменной Si. Причем если неравенство со знаком (, то Si входит в него со знаком +, а если со знаком (, то Si входит в него со знаком - :
x1+2x2 +s1= 4000 ( s1=0

x1 +s2= 2250 ( s2=750

                                                                        x2 +s3=1750 ( s3=500                      остаточные переменные

2x1+5x2+s4=10000 ( s4=750

5x1+2x1+s5=10000 ( s5=0

x1 –s6= 600 ( s6=900                       избыточная переменная

Воздействие дополнительного количества лимитирующего фактора

Поскольку один или несколько ресурсов используются полностью, значения целевой функции ограниченно, но оптимальное решение можно улучшить, если появится дополнительное количество лимитирующего ресурса, но изменение оптимального решения приведет к улучшению значения целевой функции, только тогда, когда сумма дополнительных издержек по обеспечению дополнительным количеством ресурсов не превышает сумму прибыли. С увеличением объема лимитирующего ресурса его ограничения становится менее жестким, т.е. жесткость ограничения снижается. Его график будет перемещаться параллельно своему начальному положению. Одновременно с этим будет происходить перемещение оптимальной крайней точки в направлении, которое улучшает значение целевой функции. Этот процесс будет продолжаться до тех пор, пока какой-то другой ресурс не будет полностью использован. Величина, на которую возрастают значения целевой функции при снижении жесткости лимитирующего ресурса на единицу называется теневой ценой ресурса, то есть это стоимость единицы ресурса в оптимальном решении. Увеличение объема лимитирующего ресурса целесообразно, когда существует возможность его получения по цене ниже теневой.

Рассмотрим лимитирующие ресурсы в нашем примере:

1) Снижение жесткости на ограничение листового металла:

Кривая будет перемещаться до точки В. Найдем ее координаты: x1=2250, x2=
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=875. Определим значение целевой функции в этой точке q=30*2250+40*875=102500. Так как до этого в точке А значение q=95000, то увеличение дохода будет на 7500 руб. Определим новое  значение уравнения прямой ограничения: 5x1+2x2=5*2250+875*2=13000, но исходное значение уравнения равно 10000 руб., то есть дополнительное количество листового металла стоимостью 3000 руб. позволяет получать дополнительный доход равный 7500 руб. в неделю, тогда теневая цена на ресурс составит 2,5 руб., так как каждый дополнительный килограмм листового металла ведет к увеличению дохода на 2,5 руб.

2) Снижение жесткости на фонд рабочего времени:

Прямая в этом случае будет проходить через точку C. Из графика найдем координаты точки С(10000/7, 10000/7), тогда новое значение уравнения будет равно 30000/7, то есть приращение ресурса будет иметь значение 2000/7, а теневая цена 17.5, то есть каждый дополнительная единица трудового ресурса ведет к увеличению дохода на 17.5 руб.

Воздействие на оптимальное решение изменений обеспечения нелимитирующими ресурсами

Нелимитирующие ограничения в нашем примере:

1. Производственные мощности для выпуска деталей типа x1;

2. Производственные мощности для выпуска деталей типа x2;

3. Ограничение на металлические стрежни;

4. Постоянные заказы.

Первые три ресурса используются в количествах меньших или равных максимальному. Любое увеличение запасов этих ресурсов не будет оказывать влияния на оптимальное решение данной задачи. Однако на него может повлиять уменьшение этих соответствующих запасов. Увеличение жесткости одного из нелимитирующих ресурсов приведет к перемещению соответствующей линии ограничения в сторону начала координат. Сначала единственным изменением будет сокращение допустимого множества решений, но когда линия ограничения переместится ниже исходной крайней точки данное ограничение станет лимитирующим, что приведет к появлению нового оптимального решения.

Производственные мощности выпуска деталей типа x1 можно сократить c 2250 до 1500 прежде чем это начнет оказывать влияние на решение задачи, а производственные мощности выпуска деталей типа x2 можно сократить с 1750 до 1250, запас металлических стержней можно уменьшить с 10000 до 9250 кг. То есть сокращения можно производить на значение остаточной переменной. С ограничением на постоянные заказы наоборот: увеличение размеров дополнительного множества не окажет влияния на оптимальное решение. Любое увеличение правых частей сначала приведет к сокращению размеров допустимого множества, затем повлияет на оптимальное решение (при увеличении на 900 единиц, то есть уровень постоянных заказов достигнет 1500 деталей).     

Воздействие на оптимальное решение изменений в коэффициентах целевой функции

1. Изменяется доход от выпуска изделий типа x1. Необходимо найти промежуток значений единичного дохода, для которых А остается оптимальной крайней точкой. При этом следует отметить, что доход от выпуска изделий типа х2 остается неизменен. q=ax1+40x2; x2=
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При а=30, tg (=-3/4. Если а<30, то tg (1>-3/4, то есть угол будет уменьшаться до тех пор пока прямая не совпадет с прямой ограничения на фонд рабочего времени, следовательно, это будет граничное значение. А уравнение этого ограничения имеет вид x1+2x2=4000, x2=2000-x1/2, то есть tg (1=-1/2, но tg (=tg (1, то есть –a/40=-1/2 и а=20. Если а>30, то tg (2<-3/4.  В данном случае граничным значением будет ограничение на листовой металл, тогда x2=5000-5x1/2, то есть tg (2=-5/2; -a/40=-5/2; a=100.

Вывод: точка А останется оптимальной крайней точкой, если единичный доход от выпуска изделий типа x1 будет находится в интервале от 20 до 100, причем доход от выпуска изделий типа x2 постоянен и равен 40 ед.

2. Изменяется доход от выпуска изделий типа x2. При этом доход от выпуска изделий типа x1 остается неизменным и равным 30 ед. q=30x1+bx2; x1=
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Если b=40, то tg (=-4/3. Если b>40, то tg (<-4/3. Ограничением здесь будет прямая ограничений листового металла x1=2000-2/5x2,  то есть tg (1=-2/5, но tg (1=tg (;-2/5=-b/30, следовательно, b=12. Если b<40, то tg (>-4/3. Ограничением роста tg ( в данном случае будет прямая ограничения на фонд рабочего времени: x1=4000-2x2, то есть tg (2=-2, но tg (2=tg (; -2=-b/30; b=60.

Вывод: точка А останется оптимальной точкой если единичный доход от выпуска изделий типа x2 будет находится в интервале от 12 до 60. Причем доход от выпуска изделий типа x1 постоянен и равен 30 ед.

Симплекс-метод решения задач линейного программирования

Для решения задач, которые содержат более 2 переменных разработан специальный алгебраический метод, в основе которого лежит следующий принцип: предполагается, что оптимальному решению соответствует одна из крайних точек допустимого множества, следовательно, необходимо провести оценку значений целевой функции во всех крайних точках допустимого множества и выбрать ту из них, в которой достигается оптимальное значение целевой функции. Переход от одной крайней точки допустимого множества к другой осуществляется тогда, когда значения целевой функции уменьшаются. Если окажется, что некоторое базисное решение улучшить уже нельзя, оно является оптимальным планом задачи.
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